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 Все рассматриваемые группы конечны. Ис-
следование пересечений максимальных подгрупп 
относится к одному из классических направле-
ний теории конечных групп. Начало этой теории 
восходит к работе Фраттини [1] 1885 года. Полу-
ченные им результаты в дальнейшем развива-
лись в работах таких авторов, как Л.А. Шеметков 
[2], М.В. Селькин [3], А. Баллестер-Болинше [4], 
Д. Бейдлеман и Ш. Смит [5] и многих других 
(см. монографии [2], [3]).  
В работе Д. Бейдлемана и Ш. Смита [5] был 
поставлен следующий вопрос: «Если H субнор-
мальная подгруппа группы G, содержащая ( ),GΦ  
то будет ли из сверхразрешимости ( )H G/ Φ  
следовать сверхразрешимость подгруппы H ?» 
Эта задача рассматривалась в работах многих 
авторов (см. монографию [3]). В данной работе 
даётся ответ на более общий вопрос: «Пусть ℑ  – 
локальная формация, H  – ℑ -достижимая под-
группа, в каком случае из ( )H G A/ Φ , ∈ℑ  будет 
следовать, что H ∈ℑ ?»  
 
1 Определения и обозначения 
Подгруппа H группы G называется пронор-
мальной, если для любого x G∈  подгруппы H  
и xH  сопряжены между собой в .xH H< , >   
Напомним, что классом групп называют 
всякое множество групп, содержащее вместе с 
каждой своей группой G и все группы, изоморф-
ные G.  
Класс групп называют наследственным, ес-
ли вместе с каждой своей группой G он содержит 
все подгруппы группы .G  
Класс групп ℑ  называется формацией, если 
выполняются следующие условия:  
1) если G∈ℑ  и ,N G  то G / N∈ ;ℑ   
2) если G / N1∈ℑ  и G / N2∈ℑ , то 
G / N1 ∩ N2∈ℑ . 
Отображение f класса G  всех групп в мно-
жество классов групп называют экраном, если 
для любой группы G  выполняются следующие 
условия:  
1) ( )f G  – формация;  
2) ( ) ( ) ( )f G f G f Kerϕ⊆ ∩ ϕ  для любого го-
моморфизма ϕ  группы ;G  
3) (1) .f G=   
Экран f называют локальным, если для лю-
бого простого числа p он принимает одинаковые 
значения на всех неединичных p-группах и 
( )
( ) ( )
p G
f G f p
∈π
= ∩  для любой группы G.  
Формацию ℑ  называют локальной, если 
она имеет хотя бы один локальный экран.  
Пусть ℑ  – непустая формация. Тогда под-
группа H  конечной группы G  называется ℑ  – 
достижимой, если имеется такая цепь подгрупп  
0 1 nH H H … H G= ⊆ ⊆ ⊆ = ,  
что для каждого 1 2i … n= , , ,  выполняется одно из 
условий:  1)  подгруппа 1iH −  нормальна в  ;iH   
2) ℑ -корадикал подгруппы iH  содержится в 
1.iH −  Если выполняется только условие 2), то 
такую подгруппу называют ℑ -субнормальной.  
Понятие ℑ -достижимой подгруппы, вве-
дённое О. Кегелем в работе [6], позволило сис-
тематизировать многие закономерности, связан-
ные с нормальными и субнормальными подгруп-
пами, а также их обобщениями. В данной работе 
идея ℑ -достижимой подгруппы используется 
для исследования поведения нормальных и 
обобщённо субнормальных ℑ -подгрупп во фрат-
тиниевых расширениях конечных групп.  
МАТЕМАТИКА
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Через GM  обозначают ядро подгруппы M  
в группе G  (то есть пересечение всех подгрупп 
из ,G  сопряженных с подгруппой ).M   
Пусть даны группа ,G  множество A  и ото-
бражение ( ),f A End G: 6  где ( )End G  – мно-
жество всех эндоморфизм группы .G  Подгруппа 
M  называется A-допустимой, если M  выдер-
живает действие всех операторов из ,A  то есть 
M Mα ⊆  для любого оператора .Aα∈   
Несложно заметить, что так как операторы 
действуют как соответствующие им эндомор-
физмы, то каждая характеристическая подгруппа 
является A-допустимой для произвольной груп-
пы операторов.  
Обозначим через ( )G AΦ ,  пересечение ядер 
всех максимальных A-допустимых подгрупп.  
Пусть ℑ  – формация. Через ( )D G Aℑ ,  обо-
значим подгруппу, равную пересечению ядер 
всех максимальных A-допустимых подгрупп груп-
пы G, не содержащих ℑ -корадикал группы G.  
В случае, когда группа операторов A  еди-
нична, то подгруппы ( )G AΦ ,  и ( )D G Aℑ ,  совпа-
дают соответственно с ( )GΦ  (подгруппа Фрат-
тини) и ( )GℑΔ  (подгруппа, равная пересечению 
всех ℑ -абнормальных максимальных подгрупп 
группы G). Свойства подгруппы ( ),GℑΔ  а также 
её влияние на строение группы для различных 
классов групп ℑ  достаточно хорошо изучены [3]. 
В случае отсутствия в группе G указанных 
подгрупп будем полагать, что соответствующие 
пересечения совпадают с самой группой G.  
Необходимо отметить, что не каждая мак-
симальная подгруппа будет являться максималь-
ной A-допустимой относительно некоторой 
группы операторов A, а также не всякая макси-
мальная A-допустимая подгруппа группы являет-
ся максимальной подгруппой в этой же группе.  
Пример 1.1. Пусть Q – группа кватернио-
нов 8-го порядка. Рассмотрим 3[ ] ,G Q Z=  3Z  – 
группа операторов для Q. В группе Q подгруппа 
K порядка 2 является максимальной допустимой 
относительно группы операторов 3 ,Z  но не яв-
ляется максимальной подгруппой группы Q. 
Пример 1.2. Рассмотрим группу  
2 3 3 1 aG a b c a b c bc cb b c∗ =< , , | = = = , = , = > .  
Тогда [ ] ,G G A∗ =  где G b c=< > × < >  и 
A a=< >  – группа операторов группы G. Про-
стая проверка показывает, что в группе G есть 
максимальная A-допустимая подгруппа H bc=< >  
порядка 3, но не все подгруппы порядка 3, на-
пример < b >, являются A-допустимыми.  
Пусть ( )G A GΦ , ≠ . Определим подгруппу 
i( )F G A,  группы G следующими двумя условиями:  
1) i( ) ( );F G A G A, ⊇ Φ ,   
2) i( ) ( ) ( ( )).F G A G A Soc G G A, / Φ , = / Φ ,  
На подгруппу i( )F G A,  можно смотреть как 
на обобщение подгруппы Фиттинга ( ),F G  тем 
более, что она сохраняет основное свойство под-
группы Фиттинга разрешимой группы – содер-
жать свой централизатор.  
 
2 Вспомогательные результаты 
В дальнейшем нам понадобятся следующие 
результаты об ℑ -достижимых подгруппах.  
Лемма 2.1 [3]. Пусть ℑ  – непустая наслед-
ственная формация, H, K и N – подгруппы груп-
пы G, причем подгруппа N  нормальна в G. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  
1) если H  – ℑ -достижимая подгруппа 
группы G, то H K∩  – ℑ -достижимая под-
группа группы K, а HN N/  – ℑ -достижимая 
подгруппа группы ;G N/   
2) если ,H N⊇  то подгруппа H  ℑ -дости-
жима в G  тогда и только тогда, когда под-
группа H N/  ℑ -достижима в ;G N/  
3) если H  – ℑ -достижимая подгруппа груп-
пы G, то H ℑ  – субнормальная подгруппа группыG. 
Лемма 2.2. Пусть группа G  имеет группу 
операторов .A  Тогда ( ) ( ).G G AΦ ⊆ Φ ,   
Доказательство. Предположим, что 
( ) ( ).G G AΦ ⊂ Φ ,  
Тогда существует максимальная A-допустимая 
подгруппа M, такая, что ( ) .G MΦ ⊄  Так как 
( )GΦ  является характеристической подгруппой, 
то ( )GΦ  A-допустима. Так  как  произведение  
A-допустимых подгрупп является A-допустимым, 
то ( ) .M G GΦ =  Учитывая, что ( )GΦ  состоит из 
необразующих элементов, получаем, что .M G=  
Полученное противоречие доказывает лемму.  
Лемма 2.3. Пусть группа G  имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  
,K N G⊆   K G  и ( ).K G A⊆ Φ ,  Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:  
1) если N K/  π -замкнута, то и N  π -зам-
кнута;  
2) ( ) ( ) .p pF N K F N K/ = /   
Доказательство. Пусть N K/  имеет нор-
мальную Sπ -подгруппу .H K/  Так как 
( ),K G A⊆ Φ ,  то K нильпотентна. Нетрудно за-
метить,  что S ′π -подгруппа R  из K  является 
S ′π -подгруппой в H. По теореме Шура-Цассен-
хауза H  содержит Sπ -подгруппу S  и любые 
две такие подгруппы сопряжены в .H  По лемме 
Фраттини ( ) .GG N S H=  С учётом того, что 
,H SR=  получаем, что ( ) .GG N S R=  Так как S  
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есть Sπ -подгруппа в N, а подгруппа N A-допус-
тима, то S A-допустима. Тогда подгруппа ( )GN S  
A-допустима и на основании леммы 17.1 из [2] 
является абнормальной подгруппой группы G. 
Следовательно, ( )GN S  содержится в некоторой 
абнормальной максимальной A-допустимой под-
группе M  из G. Поэтому .G MR=  Так как 
( ) ,R G A M⊆ Φ , ⊆  то .G M=  Получили проти-
воречие. Следовательно, S  нормальна в G.  
Второе утверждение леммы является след-
ствием первого при .p′π =  Лемма доказана.  
 
3 Основной результат 
Теорема 3.1. Пусть группа G  имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  ℑ  – 
локальная формация, ( ).π = π ℑ  Если субнор-
мальная подгруппа H  группы G  содержит 
( ( ))O G Aπ Φ ,  и ( ( )) ,H O G Aπ/ Φ , ∈ℑ  то .H ∈ℑ   
Доказательство. Согласно теореме 4.3 гл. IV 
[6] ℑ  содержится в Eπ  классе всех π -групп. Не 
ограничивая общности, можно считать, что 
( )G AΦ ,  – π -группа. Таким образом, H – π -груп-
па и ( ) .H G A/ Φ , ∈ℑ  Так как H  – субнормаль-
ная подгруппа группы G  и согласно леммы 2.3 
( ( )) ( ) ( ),p pF G G A F G G A/ Φ , = / Φ ,  получаем, что  
( ( )) ( ) ( ).p pF H G A F H G A/ Φ , = / Φ ,  
Так как ( )H G A/ Φ , ∈ℑ , то, используя лемму 2.3 
и лемму 4.5 из [2], получаем, что  
( ( )) ( ( ))
( ) ( ) ( )
p
p
H G A F H G A
H G A F H G A
/ Φ , / / Φ , =
= / Φ , / / Φ ,  
( ) ( )pH F H f p/ ∈ .  
Так как последнее справедливо для любого 
( ),p H∈π  то по лемме 4.5 из [2] подгруппа H  
входит в ℑ . Теорема доказана.  
В случае, когда ℑ  содержит формацию 
нильпотентных групп, тогда Pπ =  и теорема 3.1 
дает ответ на вопрос: «Если H  субнормальная 
подгруппа группы G, такая, что ( ) ,H G A/ Φ , ∈ℑ  
то H ∈ℑ».  
Если группа операторов A  единична, то 
подгруппа ( )G AΦ ,  совпадает с подгруппой 
Фраттини ( )GΦ  и из теоремы 3.1 получаем ре-
зультат работы [4].  
Замечание. Если локальная формация ℑ  не 
содержит формацию нильпотентных групп, то 
даже в случае единичной группы операторов из 
того, что ( )H G/ Φ ∈ℑ  для субнормальной под-
группы H, не всегда следует, что .H ∈ℑ  Дейст-
вительно, пусть ℑ  – насыщенная формация всех 
p-групп, p  – простое число. Рассмотрим q p≠  
и пусть 2 2p qG C C= ×  – циклическая группа 
порядка 2 2 .p q  Если 2 ( ),pH C Ф G=  тогда H G  
и ( ) ,H G/ Φ ∈ℑ  но .H ∉ℑ   
Теорема 3.2. Пусть группа G  имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  ℑ  – 
локальная формация. Если N  – субнормальная 
подгруппа группы G  и ( ) .N N G A/ ∩Φ , ∈ℑ  То-
гда N представима в виде прямого произведения 
1 2 ,N N N= ×  множители которого удовлетво-
ряют следующим условиям: 
1) 1 ;N ∈ℑ  
2) 2( ) ( ) ;Nπ ∩π ℑ = ∅  
3) 2 ( ).N G A⊆ Φ ,  
Доказательство. Пусть ( ),D N G A= ∩Φ ,  
( ).π = π ℑ  По теореме 3.1 подгруппа N  предста-
вима в виде 1 2 ,N N N= ×  где 1N  – холловская 
π -подгруппа из N. Так как 2 ( ),N Ф G A⊆ ,  то 
1 1 ,N DN D/ / ∈ℑ  где 1 1 ( ).D N Ф G A= ∩ ,  Пусть 
.p∈π  Так как 1 1 ,N D/ ∈ℑ  то, используя лемму 
2.3 и лемму 4.5 из [2], получаем, что  
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
( ) ( )
( ) ( ) ( )
p
p p
N D F N D
N D F N D N F N f p
/ / / =
= / / / / ∈ .  
Так как последнее справедливо для любого 
1( ),p N∈π  то по лемме 4.5 из [2] подгруппа 1N  
входит в .ℑ  Теорема доказана.  
Следствие 3.2.1. Пусть группа G имеет 
группу операторов A, такую, что ( ) 1,G A| |,| | =  
ℑ  – локальная формация, содержащая все ниль-
потентные группы. Если N – субнормальная под-
группа группы G и ( ) ,N N G A/ ∩Φ , ∈ℑ  то .N ∈ℑ  
Теорема 3.3. i( ( )) ( )GC F G A F G, ⊆  для лю-
бой группы G.  
Доказательство. Положим i( ),H F G A= ,  
( ),GC C H=  ( ).F F G=  Если ( ) 1,G AΦ , ≠  то рас-
сматриваем ( ),G G A/ Φ ,  для которой теорема 
верна по индукции. Тогда  
( ) ( ) ( ) ( ( ))C G A G A F G A F G G AΦ , / Φ , ⊆ / Φ , = / Φ , ,  
откуда .C F⊆  Рассмотрим теперь случай 
( ) 1.G AΦ , =  Ввиду того, что подгруппа Фиттига 
( )F G  совпадает с пересечением централизато-
ров в G  всех главных факторов группы ,G  по-
лучаем, что .F C⊆   
Предположим, что C F≠  и рассмотрим та-
кой главный фактор N F/  группы ,G  что 
.N C⊆  Так как ( )Soc N  содержится в ,H  следо-
вательно, он централизуется подгруппой .N  Ес-
ли ,N G≠  то по индукции ( ) ( ),N F N F G= =  
что невозможно. Пусть ,N G=  то есть, G F/  – 
главный фактор группы G. По лемме 7.9 из [2] и 
лемме 2.2  
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1G LF L F F H= , ∩ = , ⊆ .  
В рассматриваемом случае .G C=  Поэтому 
.G L F= ×  Так как ,G F L/   то L  либо проста, 
либо есть прямое произведение изоморфных 
простых групп. Так как ,F G≠  то L  неабелева 
и, несложно заметить, .L G′=  Значит, L  являет-
ся минимальной нормальной подгруппой группы 
G, то есть .L H⊆  Но это невозможно, так как L  
неабелева и .G C=  Теорема доказана.  
Теорема 3.4. Пусть ℑ  – наследственная 
локальная формация и группа G  имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1.G A| |,| | =  Если 
H  – ℑ -достижимая подгруппа группы G  и 
( ) ,H H G A/ ∩Φ , ∈ℑ  то H  представима в виде 
прямого произведения 1 2 ,H H H= ×  множители 
которого удовлетворяют следующим условиям:  
1) 1 ;H ∈ℑ  
2) 2( ) ( ) ;Hπ ∩π ℑ = ∅  
3) 2 ( ).H G A⊆ Φ ,  
Доказательство. Так как подгруппа H ℑ -до-
стижима в G, то она, очевидно, Gπ -достижима в 
G, где ( ).π = π ℑ  Ввиду леммы 2.1 подгруппа 
( ) ( )H G A G AΦ , / Φ ,  Gπ -достижима в группе 
( ).G G A/ Φ ,  Значит, на основании работы [7] 
имеем, что  
( ) ( ) ( ( ))H G A G A O G G AπΦ , / Φ , ⊆ / Φ , .  
Пусть ( ( )) ( ).O G G A K G Aπ / Φ , = / Φ ,  По тео-
реме 3.2 подгруппа K  представима в виде 
1 2 ,K K K= ×  где 1K  – π -группа, 2( ) ,Kπ ∩π = ∅  
2 ( ).K G A⊆ Φ ,  Пусть 1H  – холловская π -под-
группа группы H, 2H  – холловская ′π -подгруп-
па группы .H  Очевидно, 1 1,H K⊆  2 2 .H K⊆  
Поэтому 1 2 ,H H H= ×  причем, 1H  – π -группа, 
2( ) ,Hπ ∩π = ∅  2 ( ).H G A⊆ Φ ,  
Покажем, что 1 .H ∈ℑ  Предположим, что 
это неверно и группа G  является контрприме-
ром минимального порядка. Тогда в G  найдется 
F -достижимая подгруппа ,T  такая, что из 
( )T T G A/ ∩Φ , ∈ℑ  следует равенство 1 2 ,T T T= ×  
где 1T  – π -группа, 2( ) ,Tπ ∩π = ∅  2 ( ),T G A⊆ Φ ,  
но подгруппа 1T  не принадлежит формации .ℑ  
Среди всех таких подгрупп выберем подгруппу 
,H  имеющую в G  наименьший индекс. Оче-
видно, что 1 1.H ≠  Поэтому ( ) 1.O Gπ ≠  
Пусть N  – минимальная нормальная под-
группа группы .G  Так как  
( ) ( )
( ) ( ) ( )
H G A N G A N
H G A H G A G A N
Φ , / Φ ,
Φ , / Φ , ∩Φ , ,

  
то ( ) ( ) .H G A N G A NΦ , / Φ , ∈ℑ  С другой стороны, 
( ) ( ) ( ) .H G A N G A N HN HN G A NΦ , / Φ , / ∩Φ ,  
Поэтому ( )HN HN G A N/ ∩Φ , ∈ℑ .  
Так как ( ) ( ),G A N N G N AΦ , / ⊆ Φ / ,  то 
( ) ( ) ( ) .HN N HN N G N A/ / / ∩Φ / , ∈ℑ  
Кроме того, на основании леммы 2.1 под-
группа HN N/  ℑ -достижима в группе .G N/  
Теперь ввиду выбора группы G  имеем 
1 .H N N/ ∈ℑ  Если L  – минимальная нормальная 
подгруппа группы G, отличная от N, то анало-
гично доказывается, что 1 .H L L/ ∈ℑ  Отсюда 
следует, что  
1 1H L N H/ ∩ ∈ℑ.  
Пришли к противоречию.  
Итак, N  – единственная минимальная нор-
мальная подгруппа группы G. Из 
( ) ( )N G A O Gπ⊆ Φ , ∩  
следует, что N  – абелева p-группа для некоторо-
го ( ).p∈π ℑ  Кроме того, 2 1,H =  1H H=  и 
.HN N/ ∈ℑ  Если N  не содержится в ,H  то 
.G HN G H| : |<| : |  Кроме того,  
( ) .HN HN G A/ ∩Φ , ∈ℑ  
Значит, ввиду выбора подгруппы H  имеем, что 
.HN ∈ℑ  Так как формация ℑ  является наследст-
венной, то .H ∈ℑ  Снова пришли к противоре-
чию. Значит, в дальнейшем полагаем, что .N H⊆  
Предположим, что H  – собственная под-
группа группы ( ).pHO G  Ввиду леммы 2.1 под-
группа H  ℑ -достижима в группе ( ).pHO G  По-
этому существует такая цепь  
0 1 ( )n pH H H … H HO G= ⊆ ⊆ ⊆ = ,  
что для каждого 1 2i … n= , , ,  выполняется одно из 
условий: 1) подгруппа 1iH −  нормальна в ;iH  
2) ℑ -корадикал подгруппы iH  содержится в 1.iH −  
Пусть {1 2 },i … n∈ , , ,  f – максимальный внут-
ренний локальный экран формации .ℑ  Если под-




iH −  – нормальная подгруппа группы .iH  По 
теореме 4.7 из [2] формация ( )f p  является на-
следственной. Поэтому ( ) ( )1 .
f p f p
i iH H− ⊆  Значит, 
подгруппа ( )1
f p
iH −  нормальна в группе 
( ) .f piH  
Пусть теперь 1.i iH H
ℑ
−⊆  Так как 






( ) ( ( ) )
( ) ( ( ) )
f p
i i p i
f p
i i p i
H H O G H







Поэтому ( ) ( )1( ) ( ) ( ( ) )
f p f p
i i p iH H O G H−⊆ ∩ .  
Так как ( ) ( )1 ,
f p f p




( ) ( ( ) )





H O G H
H O G H−
∩ =
= ∩ .      (3.1) 
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По лемме 4.5 из [2] для любого {0 1 2 }j … n∈ , , , ,  
имеем  
( )( ) ( ) ( ( ) )f pj j p p j jH H O H H
ℑ ℑ
′/ ⊆ / .  
Так как экран f  является внутренним макси-
мальным, то на основании теоремы 3.3 из [2] 
( ) ( ).pf p N f p=  Отсюда следует, что  
( )( ) ( ) ( ( ) )f pj j p j jH H O H H
ℑ ℑ
′/ ⊆ / .  
Так как ( ) ( ) ,j j pH O G O G/ ∈ℑ  то 
( ) ( ).j j pH H O G
ℑ ⊆ ∩  
Таким образом,  
( ) ( )( ) ( ) ( )f p f pj j p jH H H
ℑ
′= ,  
где ( )( ) f pj pH ′  – холловская p′ -подгруппа группы 
( )( ) .f pjH  Теперь из равенства (3.1) следует, что 




iH −  является холловской p′ -подгруппой 
группы ( )( ) .f piH  Значит,  
( ) ( )
1( ) ( ) ( )
f p f p
i i p iH H H
ℑ
′−= .  
Так как 1( ) ,i iH H
ℑ
−⊆  то ( ) 1( ) .f pi iH H −⊆  Итак,  
( ) ( )
1( ) ( )
f p f p
i i iH H H− ⊆ ⊆ .  
Отсюда следует, что подгруппа ( )1( )
f p
iH −  нор-
мальна в группе ( )( ) .f piH   
Итак, подгруппа ( )f pH  субнормальна в 
группе ( ).pHO G  Тогда подгруппа 
( ) ( )( ) f p f pH N H N N/ = /  
является субнормальной подгруппой группы 
( ) ( ).pH N O G N/ /  Так как ,H N/ ∈ℑ  то  
( )( ) ( )f p pH N O H N′/ ⊆ / .  
Из субнормальности ( )( ) f pH N/  в ( )pHO G N/  
следует, что  
( )( ) ( ( ) )f p p pH N O HO G N′/ ⊆ / .  
Значит,  
( )( ) ( ) ( ( ) )f p p p p pH N O G N O HO G N′/ / ⊆ / .  
Так как  
( )
( )
( ) ( )





HO G H O G
H H H O G f p
/




( ( ) ) ( ( ) ) ( )p p p pHO G N O HO G N f p′/ / / ∈ .  
Используя теорему 4.1 из [2], получаем, что 
все главные факторы группы ( ) ,pHO G N/  со-
держащиеся в ( ) ,pO G N/  являются ℑ -централь-
ными. Поэтому из ( ) ( )p pHO G O G/ ∈ℑ  следует, 
что ( ) .pHO G N/ ∈ℑ  
Очевидно, подгруппа ( )pHO G  ℑ -дости-
жима в группе G. Так как  
( )pG HO G G H| : |<| : |,  
то ввиду выбора подгруппы H имеем, что 
( ) .pHO G ∈ℑ  Из наследственности формации ℑ  
следует, что .H ∈ℑ  Пришли к противоречию.  
Итак, ( ) .pO G H⊆  Пусть φ  – естественный 
гомоморфизм группы G  на группу ( ).G G A/ Φ ,  
Отметим, что так как N – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы G, то 
( ) ( ).pG A O GΦ , ⊆  Пусть 1( ( ))pS O G− φ= φ  – пол-
ный прообраз подгруппы ( ).pO G
φ  На основании 
теоремы 3.2 подгруппа S представима в виде 
1 ( ),S S G A= Φ ,  где 1S  – холловская p′ -под-
группа группы S. Теперь из того, что N – единст-
венная минимальная нормальная подгруппа, 
имеем ( ) 1.pO G
φ =  Таким образом, все абелевы 
минимальные нормальные подгруппы группы 
Gφ  являются p-группами.  
Пусть K – неабелева минимальная нормаль-
ная подгруппа группы .Gφ  Предположим, что K  
не принадлежит формации .ℑ  Тогда .K K ℑ=  
Так как подгруппа H φ  ℑ -достижима в ,Gφ  то из 
работы [8] ( ).
G
K N Hφ⊆  Значит, K H φ∩  – нор-
мальная подгруппа группы K и поэтому 
( ) .K H K Hφ ℑ φ∩ = ∩  Так как ℑ  – наследствен-
ная формация, то ( ) ( ) .K H Hφ ℑ φ ℑ∩ ⊆  Теперь из 
H φ ∈ℑ  следует, что 1.K H φ∩ =  Значит, 
.KH K Hφ φ= ×   
Пусть теперь .K ∈ℑ  Предположим, что K  
не  содержится  в  .H φ  Так как подгруппа H φ  
ℑ -достижима в ,H Kφ  то существует такая цепь  
0 1 sH H H … H H K
φ φ= ⊂ ⊂ ⊂ = ,  
что для каждого 1 2i … s= , , ,  выполняется одно из 
условий: 1) подгруппа 1iH −  нормальна в ;iH  
2) ℑ -корадикал подгруппы iH  содержится в 
1.iH −  В частности, либо подгруппа H
φ  нормаль-
на в группе 1,H  либо 1( ) .H H
ℑ φ⊆  
Пусть 1( ) .H H
ℑ φ⊆  Так как ,H K K Fφ / ∈  то 
( ) .H K Kφ ℑ ⊆  Из наследственности формации ℑ  
имеем, что 1( ) .H K
ℑ ⊆  Так  как подгруппа 1H  
ℑ -достижима в ,H Kφ  то ввиду леммы 2.1 1( )H ℑ  
– субнормальная подгруппа группы .H Kφ  Оче-
видно, подгруппа K представима в виде 
1 ,nK K … K= × ×  где iK  – изоморфные простые 
группы. Так как подгруппа K неабелева, то 
1( )H
ℑ  – произведение некоторых подгрупп iK  
для i  из {1 2 }.… n, , ,  Не нарушая общности рас-
суждений, можно считать, что 
1 1( ) ,mH K … K
ℑ = × ×  
где .k m<  
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Пусть L – минимальная нормальная под-
группа группы ,H φ  содержащаяся в 1( ) .H
ℑ  Так 
как подгруппа L  неабелева, то ( ).KK L C L= ×  
Отсюда, в частности, следует, что L – минималь-
ная нормальная подгруппа группы .H Kφ  Так как 
,L H φ⊆  то  
( ( )) ( ) ( )K K H KH K H LC L H C L H C Lφ
φ φ φ φ= = = .  
Поэтому  
( ) ( ) ( )
( ) ( )
H K H K H K
H K H
H K C L H C L C L






/ ∩ = / .

  
Так как ,H φ ∈ℑ  то ( ) ( ).
H
H C L f Lφφ / ∈  Но 
тогда ( ) ( ),
H K
H K C L f Lφφ / ∈  то есть, L – ℑ -цент-
ральный главный фактор группы .H Kφ  Так как 
формация f(L) наследственна, то L – F-цент-
ральный главный фактор группы 1.H  Отсюда из 
строения  подгруппы  1( )H
ℑ   следует, что все 
1H -главные факторы группы 1( )H
ℑ  ℑ -цент-
ральны в 1.H  Значит, подгруппа 1H  принадле-
жит формации .ℑ  Так как подгруппа 1H  F-до-
стижима в 1 ,H K  а подгруппа 1H K H K
φ=  ℑ -до-
стижима в ,Gφ  то 1H  – ℑ -достижимая подгруп-
па группы .Gφ  Пусть 1 1( )H
−φ  – полный прообраз 
подгруппы 1.H  Тогда 
1
1( )H
−φ  – ℑ -достижимая 
подгруппа группы ,G  1 1( ) ( )H G A
−φ / Φ , ∈ℑ  и 
1
1( ) .G H G H
−| : φ |<| : |  Ввиду выбора подгруппы 
H имеем, что 1 1( ) .H
−φ ∈ℑ  Так как формация ℑ  
наследственна, то .H ∈ℑ  Пришли к противоречию.  
Пусть теперь подгруппа H φ  нормальна в H. 
Не нарушая общности рассуждений, можем счи-
тать, что 1H H
φ/  – простая группа. Предполо-
жим, что 1( ) .H H
ℑ φ  Тогда  
1 1 1( ) ( )mH H H H K … K
φ ℑ φ= = × × .  
Так как  
1 1 1m mH H K … K K … K H
φ φ/ × × / × × ∩ ,  
то из K ∈ℑ  следует, что 1( ) .H Hℑ φ⊆  Пришли к 
противоречию с предположением.  
Значит, 1( ) .H H
ℑ φ⊆  Как показано выше, 
это приводит к противоречию с выбором под-
группы H.  
Итак, если K – минимальная нормальная под-
группа группы ,Gφ  то либо K K φ=  и [ ] 1,K H φ, =  
либо K ∈ℑ  и .K H φ⊆  Если ,K K ℑ=  то, оче-
видно, ( ) ( ).p GO H C Kφ
φ ⊆  Пусть .K ∈ℑ  Тогда 
.K H φ⊆  Так как все минимальные нормальные 
подгруппы группы G являются либо p-группами, 
либо pd-группами, то из K H φ⊆  снова получа-
ем, что ( ) ( ).p GO H C Kφ
φ ⊆  Таким образом,  
( ) ( ( ))p GO H C Soc Gφ
φ φ⊆ .  
Так как ( ) 1,G AφΦ , =  то i( ) ( ).Soc G F G Aφ φ= ,  По 
теореме 3.3  
( ) ( ) ( )p pO H F G O H
φ φ φ⊆ = .  
Значит, ( ) 1.pO H
φ =  
Так как ,H φ ∈ℑ  то ввиду леммы 4.5 [2] из 
условия ( ) ( )pf p N f p=  следует, что 
( ) ( ).pH O H f p
φ φ/ ∈  
Так как ( ) 1,pO H
φ =  то ( ) ( ).H H G A f pφ = / Φ , ∈  
Теперь из ( ) ( )pG A O GΦ , ⊆  и ( ) ( )pf p N f p=  
следует, что ( ).H f p∈  Так как экран f  являет-
ся внутренним, то .H φ ∈ℑ  Снова пришли к про-
тиворечию. Теорема доказана.  
Следствие 3.4.1. Пусть ℑ  – наследствен-
ная локальная формация, содержащая все ниль-
потентные группы, и группа G имеет группу 
операторов A, такую, что ( ) 1.G A| |,| | =  Если 
N  – ℑ -достижимая подгруппа группы G  и 
( ) ,N N G A/ ∩Φ , ∈ℑ  то .N ∈ℑ  
Так как ℑ -субнормальные и субнормаль-
ные подгруппы являются ℑ -достижимыми, то в 
качестве следствия из теоремы 3.4 можно полу-
чить аналогичные утверждения для этих под-
групп.  
Теорема 3.5. Пусть ℑ  – наследственная 
локальная формация. Если H  – ℑ -достижимая 
подгруппа группы G  и ( ) ,H H D G Aℑ/ ∩ , ∈ℑ  то 
H  представима в виде прямого произведения 
1 2 ,H H H= ×  множители которого удовлетво-
ряют следующим условиям:  
1) 1 ;H ∈ℑ   
2) 2( ) ( ) ;Hπ ∩π ℑ = ∅  
3) 2 ( ).H G A⊆ Φ ,  
Доказательство. Так как 
( ) ,H H D G Aℑ/ ∩ , ∈ℑ  
то ( ) ( ) .HD G A D G Aℑ ℑ, / , ∈ℑ  Ввиду теоремы 3.1 
из [9] имеем, что 
( ) ( ) ( ( ))D G A G A Z G G Aℑ ℑ, / Φ , = / Φ , .  
Пусть K S/  – G-главный фактор группы 
( ) ( ).D G A G Aℑ , / Φ ,  Тогда он ℑ -централен в G  и 
поэтому ( ) ( )GG C K S f p/ / ∈  для любого 
( )p K S∈π /  и любого локального экрана f  
формации .ℑ  Если f  – максимальный внутрен-
ний локальный экран формации ,ℑ  то согласно 
теореме 4.7 из [2] формация ( )f p  наследствен-
на. Значит,  
( )
( ) ( ) ( )
HD G A
HD G A C K S f pℑℑ ,, / / ∈ .  
Отсюда следует, что все главные факторы 
группы ( ) ( )HD G A G Aℑ , / Φ ,  ℑ -центральны. 
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Поэтому ( ) ( ) .HD G A G Aℑ , / Φ , ∈ℑ  По лемме 2.1 
( )HD G Aℑ ,  – ℑ -достижимая подгруппа группы 
G. Тогда на основании теоремы 3.4 подгруппа 








∈ℑ, π ∩π ℑ = ∅,
⊆ Φ , .  
Так как формация ℑ  наследственна, то и 
подгруппа H представима в виде 1 2 ,H H H= ×  
где  
1 2 2( ) ( ) ( )H H H G A∈ℑ, π ∩π ℑ = ∅, ⊆ Φ , .  
Следствие 3.5.1. Пусть ℑ  – наследствен-
ная локальная формация, содержащая все ниль-
потентные группы. Если N  – ℑ -достижимая 
подгруппа группы G  и ( ) ,N N D G Aℑ/ ∩ , ∈ℑ  то 
.N ∈ℑ  
 
Заключение 
В работе описано влияние обобщенной под-
группы Фраттини на строение ℑ -достижимых 
подгрупп в группах с операторами. 
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